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Legcon 126: Exemples d'equation en

arvthmetique . o

T . Anithmetique dons Z

1. Equations o 1° owixe [ Drel

Lemme 1.1 (BR2out) %eient a,b € Z . On nate a .= Poed (a, b) . I exiske aog
%Y € Z tels que ax +hy = d.

’Hemaiajuc_ 1.2 Iin'y & pPaiou pog unicths der uhew 1 = 3x1-2x7=3x3-2x4

TropooTion 1.3 Gaent a.b € Z non tous deux nul er ol : = ,r.-gcd(a,b).- Pauow tout
CE @, L'équahion ax +by = ¢
ViSe ¢ .

e plus, dait (X, Yo) ume Adution alew U ersoudde oot 20ichiors e L eQuatiou
et : { (% ~kbo, Yo-hao) 1k € Z} oX @ =4 o b= ©

admet une wolyhen & et Lowlement o o di-

Ce fog 2unkes (n)n, (Xndn 1 (Ynln L Qe=a, %=1, Yo=0, a, =b, %, =0, y,=1
Prs o, , e aette de Qa dineion euclichienne

9 aj_; pPor G |, gy le Quetiernt
de celle - ct, Xiwr = %43 =

-,

Cn &' anrete ﬁ@uque.

- 8n = d et Xnd + Yob = d.
Exermple 1.5
effectuens L'algonithme o’ Euclide pou 111 et 43
il ay %
off11 1 ©  donc pged (171, 43) =1
1] © 1 ot -
21 % 4 =& 1= Mx 1)+ 4Ix20
313 ~2 B
| 4 8 “—F
5/ 1 -1 &
¢l o u? -11]
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Conciderant S, Lo nombae de S0 o thy —, np) € N7 ae U €quaion o

dln:]_'i" -+ apnp = N A’w 5 N ﬁP-‘l — a

- e €, Gp (ow)l )

B
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Amlication 1.7 Sevc n € N*. Do un Aygieme monétoie 11,2,5, 10} lk nomknae gn 13
e

Cle Pm ade a:(u'u: N e , O~ un Wmm d.symFtotiQkae O]n ~NJ é’_%”? il-'-

/

2. Yyst€me ge cnoruences [ Rom ] [Uim]

Lemme 1.8 (lemme chineig) Soiemt m,n oey enfiens PEMIBY entre elix alow R 2 B B

Cocllaire 1.9 Ament M PAemiew entrt eux et X,y €, il extshe alow un unioue nOmbAe
@ moguude mn T&LQ‘UQ X =T x Lm) et Bag(t_n:l_

Theaéme 1.10 (theaméme chineis) Sanpnt M3, igr Lne -d'nmne oe r2 & enhexd natwwls dig.
(4
L )~H ’"‘J'. Alow Lex eRTICRE Ny sy N S0t gdeux a deux .F:.Emwls
SUX o et oulement Z, = & x ... X dn . Le cog echiant, 4’ appllication

Yr: T (k) € Zy —y (M (k) ..oy Th (K)) o Un izam

incks de O e 1 et N

.

RUeme d’anncoux @’ inveds

e | -
V’ § (rrna_ta.,n —y Tn (8p)) —~— T, (E a{ut%) o ZUJ-;?-"—' 1.
J
Exempﬂe 1.141
Log U= 1 mool 3 *
Do de J -3 meg 5 dont de fa feime 28 + 105.K, K€ 2
Lo mod 7

Remoagye 1.12 Lewou ‘it s'aQut o un Lyjsteme

SHoe. 1.4 comerine auw themeéme 1. 10

d deux Eouotions , on pout aptique o prcpo-
pal donneh ('engoudole det  .goluthi oni.

7

Ir . Equations du 2™ audie
1. Equations g Pell - Famat [Szp]

n ,g*'inErcm AUX E'c{uabw de La fome Lg-d.gz:i ow d€EZ.

e



"Remaaque 2.1 Certe Lolutiow adimet iadam el Loytieny (1'1,0), Que L'on appdﬂe
AQlubeny frinaler.

Theoéme 2.2 (Foumat) @t o € & ouwec d+ 0, -1. Alsu l'gqjmgw ge Pell - Fexmat

dlmel une aoinicn non trinale o e Lalement &0 o> 0 e o ntaxt e un

Je-LTY .ana:cuc

le cos ccheartt; Aot (Ko, Y,) e ielle AWchon owe X, 5> 1 et minimol , alow

Loy soudtiows (x,Y) € 2° sort celles tellet que x+ Yvg = £ (% +YJd )™ ke,

Lemme 2.3 & inwaebier dge ZLVG) ont RUX e neme * 1 ol lDa nevme e&gt dé-

™Mnie ‘.Fn:. NZE&T] -—-—-aZ, x-ryf(T Bl xl"-yzd.

Exemple 2.4
)51-232 =1 odmet (3,2) comme ddution minimole e L' ensemble de o ouid

(X,y) et de.ﬁaa:mmc x+ydZ = * (3,202)°, k€ Z

2. Somme de OBUX caui: de Fwmat [Ulm]

Difintion 2.5 On ampalle anneaw ke entiels de Gowst, Z[i7] <= §atib| &b € Z§
Taqpotition 9.6 Les invesibler de ZCil got ZC+7% =421, fi},

Notation 2.7 On note 2_,:=1n€MNIJabEN, 0% +b =n}

lermme 2.8 %git n € Zz- Alas n = Q mod g, n=1 mod 4 o 0= 2 mod &
Lemme 2.8 L'ganeau. Z 07 et eucliciien .
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- 2 ) ' et A
Théonéme 2. 10 deit P AN NOm B PR . Alew P € . & et Awilem P

WU P =1 mod 4,

Thén€me 2.11 LUn enties PouTif n ert fomme de deux cawes AV, et dculement a1, dans

Q@ dReomposition en fackuw Premieu de 0 chacun de fui facheuu Premiou

SIA3P

-/

alow ?t’.;z e X

P ® que p=3 mod i dpoucit  ouer une plusiance e,

Ir . Equatienu ge degre usplrieun [ Dre]

. Exempﬂaz niﬂeu'qﬂ

Théoeme 3.4 (dophic Gamain) Seit p un Nomixe paemier de Soplke Geamain
Aow il n' exisre Pou de TTipdd (x,y,¢) € z’ r&’“ﬁjam

L AN

_ Ayz O mocl p et
= ().

Theeme 3.3 (Fermedt) - admis L'é'qyaﬁgn " -+y" = 2" Pous nd 3, n' adlmet pou
de gliticon ,y,2)€ Z° non trinode .

2. Méthodke de descenke infinie
m____.___

Definihion 3.4 Lo méthode de deicente infinic Cngiske en la methode _Luvanke .
Ch conmdere Un A0 -ensounide de N AUPROE Non vide fome der 40Ut ong

de l’é’QucttiOrl dicplantienne. On chaisit (e Py patit, puis on en exhibe un
Rus potit , oboubissant 4 une contradichOw @ cove [‘ensembe ¢t nigle.

Exenﬁt 35 Sat d € Ct}.u. n’edk pou hn cQLe 'Po.xﬁ;u:t. Alow Vd ext irrationnel .

Exemple 3.6

U Gquotion. 2%+ 2y°= 42’ n'admet pos de solution non Tririale

Exempﬁe 2.

A9emt n€ N, EMN, x>nd3
2

n = XXy .- X, th:kdei PaL ge Aoltion non Tl"iﬂcﬂ.e



